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We will give a counterexample to a generalisation of Hindman’s theorem 
and show an equivalence of weak compactness. 
I. NOTATIONEN UND DEFINITIONEN 
Die mengentheoretische Notation ist die iibliche. Siehe dazu [2]. Der 
ganzen Arbeit liegt das Axiomensystem ZFC, also die Zermelo-Fraenkel’sche 
Mengenlehre mit dem Auswahlaxiom, zu Grunde. [A]<” = {XC A ( 
(3n E w) / X [ = n>. Wenn 9 eine Familie ist, dann heit3en die Elemente des 
Nachbereichs von 9 Familienmitglieder. Eine Familie hei& disjunkt, wenn 
je zwei verschiedene Familienmitglieder disjunkt sind. Nb 9 bzw. Vb 9 sind 
Abktirzungen fur Nachbereich von 9 bzw. Vorbereich von 9. Seien A, B 
Teilmengen einer geordneten Menge (M, 0. Dann gelte: A < B gdw fur jedes 
x E A und jedes y E B gilt x < y. Eine Familie hat die Eigenschaft K gdw fur 
alle Familienmitglieder Di, Di gilt: wenn i #j, dann Di < Dj oder Dj < Di. 
Im folgenden werden nur Familien betrachtet, die aus endlichen Mengen 
von Ordinalzahlen bestehen, und diese Mengen sind stets paarweise disjunkt 
und nicht leer. 
II 
SATZ 1. Sei K > w. Dunn existiert eine Partition von [K]+” in zwei 
disjunkte Klassen I, und I1 derart, daJf?ir alle disjunkten Familien 9, 19 1 > w, 
mit Nb(9) C [K]‘” gilt: 
Es existieren endliche Teilfamilien g,, und g1 van 9, / g,, 1 + 1 .91 / = 3, 
sodaJ(JNb9,,EI,,und(JNb&EI,. 
* Diese Arbeit ist ein Abschnitt meiner Dissertation. 
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Beweis. Wir definieren 
I, := {x E [K]<” 1 (32 E co) 22n 1 ) x 1 A 22n+1 r 1 x I} 
II := [K]<“\& . 
Wenn 9 eine iiberabzahlbare Familie aus [K]+ ist, dann existieren in 9 
drei Familienmitglieder D, , D, und D, gleicher Kardinalitat. Dann gilt 
entweder D, E I, und D, v D, E Z1 oder D, E I1 und D, v D, E I,. 1 
III. VARIATIONEN UBER DAS HINDMAN-THEMA 
Sei K eine unendliche Kardinalzahl, [K]<~ = 1, U I1 , n E w. Gibt es dann 
eine K-machtige disjunkte Familie 9, Nb 9 C [K]<u und ein i < 2, so da13 
alle Vereinigungen von n-machtigen Teilfamilien 9 C 9 in Ii liegen? Die 
Antwort ist positiv fiir K = w, denn das ist eine starke Abschwachung des 
Hindman-Satzes. 
Wir werden mit dieser Eigenschaft schwach kompakte Kardinalzahlen 
charakterisieren. 
SATZ 2. Es sei K eine unendliche Kardinalzahl. Dann sind Equivalent: 
(1) K ist schwach kompakt. 
(2) Ftir jedes n E w\(O) gilt: 
Wenn [K]+ = I0 v I1 , dann existiert eine disjunkte Familie 9 und ein 
i,, < 2 mit 1 9 1 = K, Nb 9 C[K]+ und fiir alle I E [Vb 91” gilt 
LI 4 E 4, . 
(3) Es existiert ein n E w\{O, 1, 2), so daJ fiir alle Partitionen I, U II = 
[K]<~ gilt: Es existiert eine disjunkte Familie 9 und ein i,, < 2 mit 1 9 1 = K, 
Nb 59 C [K]<~ undftir alZe I E [vb 91” gilt Uvel D, E Ii, . 
Wir beweisen zunachst einige Lemmata und werden den Satz 2 am Ende 
dieser Arbeit beweisen. 
LEMMA 3. K, x seien Kardinalzahlen. Wenn K ---t (A, h)n, dann existiert 
zu jeder ZerIegung (I, , I& von [K]+ eine A-miichtige disjunkte Familie 9, 
Nb 9 C [K]<~ und ein i < 2, so da$’ fiir alle n-mlichtigen Teilfamilien 
9’ C 9 gilt: lJ Nb 9 E Ii . 
Beweis. Sei [K]<~ = I, v I1 . Wir definieren fi [K]” + 2 wie folgt: 
f(x) = i gdw x E Ii . Es existiert dann ein H C K, 1 H 1 = h und f”[H]” = 
{iO} fur ein i0 < 2. Dann ist 9 = ({x} 1 x E H) eine h-machtige disjunkte 
Familie und die Vereinigung aller n-machtigen Teilfamilien liegt in li, . i 
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Im Beweis des folgenden Lemmas benutzen wir die triviale 
EIGENSCHAFT 4. Sei K > co, K regular. 
Jede disjunkte Familie 9 der Machtigkeit K, deren Familienmitglieder 
endliche Teilmengen von K sind, enthalt eine Teilfamilie 9’ C 9 mit / 9’ / = K, 
Nb 9 C [K]~ fiir ein m E w und 9’ hat die Eigenschaft K. 
LEMMA 5. Es sei K eine regulare unendliche Kardinalzahl, n E w und es 
gelte K - (K)” . Dann existiert eine Zerlegung (I,, 11) von [K]<~, so daJ fur 
jede K-miichtige disjunkte Familie 9 gilt: 
Es existieren zwei n-elementige Teilfamilien go und Q1 aus 9, so 
u Nb90~Z,,undU NbglEI,. 
Beweis. Es seien K und n wie im Satz. Wir definieren zunachst fiir 
Menge A E [K]<” mit 1 A 1 = 0 mod n eine n-kanonische Zerlegung 
folgt: Es sei 1 A 1 = 0 mod n. Dann heil3t die Familie (A, ,..., A,) 




(i) fi Ai = A, 
i=l 
(ii) fur 1 < i < j < n gilt Ai < Aj , 
(iii) fur 1 < i < j < n gilt 1 Ai 1 = / Aj 1. 
Jedes A E [K]<” mit I A / = 0 mod n hat genau eine n-kanonische 
Zerlegung, die wir im folgenden mit K,(A) bezeichnen werden. 
Es sei f: [K]% --, 2 eine Partition, die K --f (K)~ falsifiziert. Wir definieren I, 
und II: Sei A E [K]<~. 
(I) Falls I A / + 0 mod n, dann A E I,, . 
(2) Falls / A 1 = 0 mod n, dann definieren wir mit K,(A) = (A, ,..., A,,) 
A E Ii gdwf({min A, ,..., min A,}) = i. 
Wegen Eigenschaft 4 geniigt es, das Lemma fur K-machtige Familien 9 
mit der Eigenschaft K, deren Familienmitglieder alle die gleiche Machtigkeit 
haben, zu beweisen. 
Sei m E w und L = (L, / v < K) eine K-machtige disjunkte Familie mit 
der Eigenschaft K aus [K]~. Dann gilt wegen der Disjunktheit von L 
l{min L, 1 v -C K}/ = K. Also existieren {rl ,..., r,}, {sl ,..., s,} C (min L, j 
v < K> mit f((rl ,..., r,)) = 0 und f((sl ,..., s,>) = 1. Folglich existieren in 
der Familie L Mengen Ly(rj) und L,(s<) mit min L,(ri) = ri und min LV(si) = si. 
Demnach gelten (JyEl L,(ri) E 1, und Ui”_, L,(q) E I1 . 1 
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LEMMA 6. Es sei K > cf K > o. Dann existiert fiir jedes FZ E w\{O, 1,2) 
eine Zerlegung (I, , IJ von [K]<~, so daJ jilr jede disjunkte Familie 9, 
1 G@ 1 = K, rg LG@ c [K]<” n-eiementige Teilfamilien go und gl existieren mit 
u rg 5??J0 E I, und lJ rg gI E II . 
Beweis. Es seien K > cf K > w, (A, 1 v < cf K) eine disjunkte Familie mit 
1 Av I < K m-id uv<c~,c A,, = K und fiir v < p gelte A, < A, . 
Eine Menge {(vr , sJ,‘..., (vr , sy) heiBt m-Muster gdw 
(i) i # j + vi # vi 
(ii) Vi < Cf K 
(iii) r < III 
(iiii) 0 < s,( < w 
(iiiii) f: svi = 172. 
i=l 
Es sei A E [K]<“. M(A) := {(v, j A, n A I) 1 A, n A # QJ~> ist ein ! A /- 
Muster. 
Seien A, B E [K]+. Dann sei A = B genau dann, wenn 1 A / = 1 B 1, 
und es existiert eine monoton steigende Funktion f mit M(A) = M(B) 0 J 
Wenn wir fur ein beliebiges m E w\(O) die Aquivalenzrelation = auf [K]~ 
einschranken, dann erhalten wir nur endlich viele Aquivalenzklassen auf 
[K]~ unter X, da es nur endlich viele Miiglichkeiten gibt, m als Summe 
kleinerer positiver nattirlicher Zahlen zu schreibne, und es nur endlich viele 
Permutationen der Summanden gibt. 
Sei n E w\{O, 1,2). Wir definieren fur n folgende Partition von [K]“: 
(i) Sei A E [K]+, ) A 1 = 0 mod n. 
A E I0 gdw fur die n-kanonische Zerlegung (A, ,..., An) von A (Definition 
von n-kanonisch siehe Beweis zu Lemma 5) gilt: 
(a) Ai = A? und 
(b) fur alle 0 < i < j < n + 1 gilt Vb M(A,) < Vb M(A,). 
(ii) II := [K]+\I~ . 
Da cf K > w, geniigt es, zu zeigen, da13 jede disjunkte Familie 9, 
1 9 I = K, fur die ein m E o existiert mit rg 9 C [K]“, die im Satz genannten 
Eigenschaften gelten. 
Sei m E w, 9 eine disjunkte Familie mit I 9 / = K und rg 9 C [K]~. Da 
\[K]~/- 1 < w, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, da13 alle Familienmitglieder 
von ~3 paarweise aquivalent unter E sind. 
Da alle Mengen A, kleinere Machtigkeit als K haben und die Familien- 
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mitglieder aus 9 paarweise disjunkt sind, gibt es zu jedem Di aus 9 weniger 
als K viele Familienmitglieder Dj mit Vb M(D,) = Vb M(D,). 
Da j 3 1 = K und cf K < K, existieren Familienmitglieder Di und Dj 
aus 9 mit Di # Dj und Vb M(D;) = Vb M(Dj). Da es hijchstens cf K 
viele Familienmitglieder Di aus 9 geben kann, ftir die gilt: wenn Dj # Di , 
dann Vb M(DJ # Vb M(Di), kiinnen wir die Familie 9 so annehmen, 
da13 fiir alle Familienmitglieder Di gilt: es existiert ein Dj aus 9 mit Di # D$ 
und Vb M(DJ = Vb M(D,). 
Wir konnen nun annehmen, da13 paarweise verschiedene Familienmitglieder 
D 1 ,..., D, , Dnfl existieren mit dom M(D,) < .a. < dom M(D,) = 
dom M(D,+,). Es gilt dann ur=, Di E Z, . 
Nach kurzer Rechnung sieht man, da13 OF:‘,’ Di E Zl . 1 
LEMMA 7. Es sei K > cf K = w, n E o\{O, l}. Dann existiert eine 
Zerlegung (I, , ZJ van [K]<~, so daJ fiir jede disjunkte Familie 9, ] 63 1 = K, 
rg 53 C [K]<w n-elementige Teilfamilien go und gl existieren mit u Nb ~2~ E I, 
undUNb91EZ,. 
Beweis. Sei (A, I v < w) eine disjunkte Familie mit 1 A, 1 < K und 
uvCw A, = K und fur v < p gelte A, < A, . Fur jedes A E [K]<w nennen 
wir M(A) := {(i, 1 Ai n A I) I Ai n A # ia} das Muster von A. 
Sei A E [K]<~, M(A) = {(iI, six),..., (i, , sir)}. Es existiert dann ein m E w, 
so da13 fur alle k, 1 < k < r gilt nm / si, aber fur ein j, 1 <j < r gilt n”+l f si . 
Wir definieren dann G(A) := m. 
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Wir definieren jetzt die Zerlegung von [K]<” wie folgt: A E I0 gdw G(A) 
gerade. 
Sei 9 eine disjunkte Familie mit j 59 I = K und rg 9 E [K]<~. 
Da fur alle A E [JV]<~ gilt M(A) E [w x w]+ ist die Menge {M(D) I D E 9} 
hijchstens abzahlbar. Da K > w, kijnnen wir annehmen, daB zu jedem 
Familienmitglied D aus .9 unendlich vieIe Familienmitglieder E aus 9 mit 
E + D und M(D) = M(E) existieren. 
Da alle Familienmitglieder paarweise disjunkt sind und alle Mengen A, 
kleiner als K, kiinnen wir zu jedem Familienmitglied D aus 9 ein Familien- 
mitglied E aus 9 finden mit Vb M(D) < Vb M(E). Da es keine unendlich 
lange fallende Folge nattirlicher Zahlen gibt, konnen wir Familienmitgheder 
D1 ,..., D, so finden, daB Vb M(D,) < ... < Vb M(D,) und G(D,) < ..* < 
Wn). 
Seien D1 ,..., D, und El ,..., E, Familienmitglieder aus 9 mit M(D,) = 
M(EJ und Vb M(D,) < ... < Vb M(D,) und G(D,) < ... < G(D,). 
Da fur 1 < i < j < n gilt Vb M(DJ n Vb M(D,) = O, gilt demnach 
G(D, u ... u DJ = min{G(D,),..., G(D,)) = G(D,). 
Da alIe Ei paarweise disjunkt sind und fur 1 < i < j < n gilt Vb M(E,) = 
Vb W%), 
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ME, ” ..~uE,)={(k,IA,nE,j+...+)A,nE,()Ik~dornM(E~} 
= W, n - I Ak n -4 I) I k E dam W&N, 
also G(E, u .-a u E,) = G(E,) + 1 = G(D,) + 1. 
EsgiltdemnachD,u...uD,EI,gdwE,U...UE,EI,. 1 
Beweis von Satz 2. (1) q (2) Wenn K schwach kompakt ist, dann gilt 
fi.ir alle n E 0, K -+ (K); . 
Mit Lemma 3 sind wir fertig. 
(2) * (3) Trivial. 
(3) =P (1) Die Lemmata 6 und 7 zeigen, da13 3 fiir sing&ire Kardinal- 
zahlen nicht gilt. 
Sei K nun regulgr. Dann ist aber mit Lemma 5 alles bewiesen. d 
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